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Аннотация 
Рассмотрено решение обратной задачи дифракции для 1D ограниченного (в пространственной и спектральной областях) оператора 
распространения оптического сигнала в свободном пространстве в ближней зоне (на расстояние нескольких длин волн). Расстояние 
распространения пучка и область ограничения пространственных частот являются параметрами оператора и существенно меняют 
набор собственных чисел и функций, определяя количество степеней свободы для аппроксимации заданного распределения. 
Выполнен расчет входных сигналов, обеспечивающих формирование заданных распределений на различных расстояниях 
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1. Введение 
Из-за явления дифракции излучение, проходящее через отверстие субволнового размера, рассеивается во всех 
направлениях. Чем меньше размер отверстия, тем сильнее рассеивается свет и тем больше становится размер светового 
пучка, прошедшего даже небольшое расстояние от отверстия. Таким образом, дифракция накладывает 
фундаментальное ограничение на достижимое оптическое разрешение [1]. С момента осознания этого факта было 
проделано множество попыток по преодолению дифракционного предела, что могло бы обеспечить визуализацию 
деталей, размеры которых меньше половины длины волны. Высокий интерес связан с тем, что область применения 
сверхразрешения вовсе не ограничивается улучшением качества изображений, но уже показана эффективность в 
уплотнении записи на оптических носителях информации, в литографии и нано-структурировании, оптическом 
манипулировании вплоть до атомных размеров и многих других областях. 
Одним из направлений, эффективно используемых для достижения сверхразрешения, является оптика ближнего поля 
(near-field optics) [2-4]. Ближнепольная оптика  изучает поля в непосредственной близости от источника излучения или 
поверхности воздействия, что предполагает рассмотрение затухающих (нераспространяющихся) волн [5]. В этом случае 
не имеется каких-либо ограничений на размер светового пятна – локализация лазерного изучения может быть сколь 
угодно малой, хотя, как было показано в работах [6, 7], существенно зависит от размера деталей рельефа поверхности. 
При этом важную роль начинает играть продольная компонента электрического поля [8-10], детектирование которой 
представляет определенную сложность [11-14].  
Другим направлением, имеющим целью преодоление дифракционного предела вне зоны затухающих волн (на 
расстоянии более длины волны), связано с понятием суперосциллирующего поля [15-17]. Была изучена возможность 
сверхразрешения в дальней зоне с использованием гиперлинз и металинз [18], а также оптических собственных мод 
[19,20]. 
В данной работе рассматривается формирование заданных распределений на расстояниях порядка длины волны от 
входной плоскости на основе теории коммуникационных мод [21, 22]. Для этого мы рассматриваем собственные 
функции оператора распространения в ближней зоне и используем их для аппроксимации заданного распределения [23, 
24]. Ограниченность оператора распространения как в пространственной, так и спектральной областях приводит к 
необходимости численного расчета [25-28] собственных функций. В частности, в работе [28] было рассмотрено 
ограниченное одномерное преобразование, соответствующее оператору распространения оптических полей в 
свободном пространстве, и основанное на разложении по плоским волнам. Было показано, что такой оператор является 
нормальным, поэтому набор его собственных функций ортогонален и, следовательно, может быть использован для 
аппроксимации некоторого заданного распределения. При этом расстояние распространения пучка и область 
ограничения пространственных частот являются параметрами оператора и существенно меняют набор собственных 
чисел и функций, определяя количество степеней свободы для аппроксимации заданного распределения.  
2. Вихревые пучки Эрмита-Гаусса 
Рассмотрим распространение одномерных световых волн в свободном пространстве на основе скалярной теории 
дифракции. В соответствии с данной теорией, уравнение распространения, основанное на разложении по базису 
плоских волн, имеет следующий вид [29]: 
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где ( )f x  - входное поле, ограниченное в пространственной области интервалом  0 0,x x  и в спектральной области 
интервалом  0 0,  ,  - длина волны излучения, z – расстояние распространения, ( )F u  - выходное поле. 
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Интеграл (3) представляет собой обратное преобразование Фурье в ограниченных пределах. Для случая бесконечных 
пределов существует аналитическая форма записи данного интеграла через функцию Ханкеля первого рода [30]. При 
1   волны являются затухающими и не распространяются в свободном пространстве на расстояние более трети 
длины волны [31]. 
В дискретном виде оператор (2) можно записать следующим образом: 
z zF K f ,                (4) 
где zK  - матрица, элементы которой представляют собой значения интеграла (3) в дискретных точках координат x и y,  
а f  и zF  - входной и выходной вектора, соответственно. 
Численное решение задачи на собственные значения позволяет получить набор собственных векторов  матрицы zK : 
,z n n z nbK Ψ Ψ ,                (5) 
где nΨ  - собственные вектора, ,n zb  - собственные значения. 
В общем случае собственные вектора являются комплексными.  
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Решение обратной задачи дифракции в этом случае, т.е. входное распределение, формирующее заданный сигнал (6), 
будет выглядеть следующим образом: 
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Из (9) очевидно, что использование в аппроксимации собственных функций с собственными значениями, близкими к 
нулю, нецелесообразно. 
3. Расчёт собственных значений и функций 
Решение задачи на поиск собственных значений и собственных функций было выполнено для различных значений 
параметров при 1 m   .  На рис. 1 показаны графики полученных собственных значений. Видно, что при расстояниях 
меньше длины волны и при учете затухающих волн 1   (рис. 1а) график собственных значений имеет классический 
вид, близкий к ступенчатой функции. Если значительно увеличить расстояние при учете только распространяющихся 
волн 1   (рис. 1б), то собственных значений, близких к единице становится значительно меньше. Увеличить их 
количество можно увеличением интервала в объектной области (рис. 1в), но это не гарантирует улучшение разрешения.  
Графики 15-ой собственной функции для рассмотренных выше случаев изображены на рисунке 2. Так как функции в 
общем случае комплексные, синим цветом показана действительная часть, а красным – мнимая. Из рисунка видно, что 
пятнадцатая собственная функция в первом и третьем случаях имеет классический вид, а во втором – вырожденный. 
Заметим также, что размер осцилляций функции в третьем случае в 10 раз больше, что связано с десятикратным 
увеличением интервала в объектной области. В этом случае потребуется соответствующее увеличение числа отсчетов. 
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а)  б)  в)  
Рис. 1. График модулей собственных значений для (а) 
0 10x   , 0,5z   , 0 10  , (б) 0 10x   , 20z   , 0 1  ,  (в) 0 100x   , 20z   , 0 1  . 
а)  x/ 
б)  x/ 
в)  x/ 
Рис. 2. Пятнадцатая собственная функция (действительная часть - синий цвет, мнимая – красный цвет) для  
(а) 
0 10x   , 0,5z   , 0 10  , (б) 0 10x   , 20z   , 0 1  ,  (в) 0 100x   , 20z   , 0 1  . 
4. Аппроксимация заданного сигнала и решение обратной задачи 
Используя выражения (6)-(8) можно выполнить аппроксимацию некоторого заданного сигнала на основе 
рассчитанных собственных функций. После получения коэффициентов аппроксимации (8) с использованием (9) 
строится входное поле, т.е. решается обратная задача.  
На рис. 3 показаны результаты аппроксимации треугольного сигнала шириной 20 в рассмотренных выше трех 
ситуациях, а также приведены соответствующие им входные распределения. 
Как видно из рис. 3, при условии, что сигнал не содержит субволновых деталей, предложенный подход позволяет 
эффективно решить поставленную задачу. Заметим, что в данном случае при распространении сигнала на расстояние 
менее длины волны (рис. 3а) его структура почти не меняется. Чтобы сформировать заданное распределение на 
расстоянии нескольких длин волн от входной плоскости (рис. 3б, 3в), нужно иметь более сложный входной сигнал, 
причем в этом случае важную роль начинает играть структура фазы.  
При необходимости создать распределение, имеющее детали существенно субволнового размера, т.е. решить задачу 
сверхразрешения, ситуация становится значительно сложнее. В частности, можно попробовать сформировать световое 
пятно в 5 раз меньше дифракционного предела (который равен 0,5) на некотором расстоянии от входной плоскости. 
На рис. 4 показаны результаты аппроксимации прямоугольного сигнала шириной 0,1 в рассмотренных выше трех 
ситуациях.  А также показаны соответствующие входные распределения. 
Как видно из рис. 4, довольно просто можно создать сигнал шириной в несколько раз меньше дифракционного 
предела в ближней зоне дифракции при участии затухающих волн (рис. 4а). При увеличении расстояния до нескольких 
длин волн эта задача существенно усложняется (рис. 4б), причем для формирования даже грубой аппроксимации 
требуется очень сложное входное распределение. Увеличение размера объектной плоскости (рис. 4в) позволяет 
уменьшить погрешность аппроксимации, но не упрощает вид входного распределения.  
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а)  u/   x/ 
 б)  u/  x/ 
в) u/   x/ 
Рис. 3. Аппроксимации (красный цвет) треугольного сигнала шириной 20 (черный цвет), а также соответствующие входные распределения 
(амплитуда - синий цвет, фаза - зеленый) для  (а) 
0 10x   , 0,5z   , 0 10   (ско=0,3%), (б) 0 10x   , 20z   , 0 1   (ско=2,8%),   
(в) 
0 100x   , 20z   , 0 1   (ско=2,5%). 
а)  u/   x/ 
 б)  u/  x/ 
в) u/   x/ 
Рис. 4. Аппроксимации (красный цвет) прямоугольного сигнала шириной 0,1 (черный цвет), а также соответствующие входные распределения 
(синий цвет)  для (а) 
0 10x   , 0,5z   , 0 10  , (б) 0 10x   , 20z   , 0 1  ,  (в) 0 100x   , 20z   , 0 1  . 
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5. Заключение  
В работе рассмотрено решение обратной задачи дифракции для 1D ограниченного как в пространственной, так и 
спектральной областях оператора распространения оптического сигнала в свободном пространстве. Оператор построен 
на разложении по плоским волнам, но из-за пространственно-частотных ограничений собственные функции такого 
оператора необходимо рассчитывать численно. Выполнен расчет собственных значений и собственных функций 
оператора в ближней зоне (расстояние порядка нескольких длин волн). При этом расстояние распространения пучка и 
область ограничения пространственных частот являются параметрами оператора и существенно меняют набор 
собственных чисел и функций, определяя количество степеней свободы для аппроксимации заданного распределения. 
Выполнен расчет входных сигналов, обеспечивающих формирование заданных распределений на различных 
расстояниях. Показана эффективность предложенного алгоритма решения обратной задачи дифракции для сигналов, не 
содержащих субволновых деталей. При необходимости сфокусировать излучение в пятно, размер которого в несколько 
раз меньше дифракционного предела, задача легко решается при участии затухающих волн.  
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